
Descomposición en valores 

singulares (DVS)
Aplicaciones



Por ejemplo: 𝑨 ∈ ℝ𝟒𝒙𝟑, 𝑼 ∈ ℝ𝟒𝒙𝟒 , 𝚺 ∈ ℝ𝟒𝒙𝟑 y V∈ ℝ𝟑𝒙𝟑

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 𝒂𝟏𝟑

𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 𝒂𝟐𝟑

𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟐 𝒂𝟑𝟑

𝒂𝟒𝟏 𝒂𝟒𝟐 𝒂𝟒𝟑

= 

𝒖𝟏𝟏 𝒖𝟏𝟐 𝒖𝟏𝟑 𝒖𝟏𝟒

𝒖𝟐𝟏 𝒖𝟐𝟐 𝒖𝟐𝟑 𝒖𝟐𝟒

𝒖𝟑𝟏 𝒖𝟑𝟐 𝒖𝟑𝟑 𝒖𝟑𝟒

𝒖𝟒𝟏 𝒖𝟒𝟐 𝒖𝟒𝟑 𝒖𝟒𝟒

𝝈𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝝈𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝝈𝟑

𝟎 𝟎 𝟎

𝒗𝟏𝟏 𝒗𝟐𝟏 𝒗𝟑𝟏

𝒗𝟏𝟐 𝒗𝟐𝟐 𝒗𝟑𝟐

𝒗𝟏𝟑 𝒗𝟐𝟑 𝒗𝟑𝟑

Toda matriz 𝐴 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛 puede descomponerse como un producto 𝐴 =
𝑈Σ𝑉𝑇 en donde 𝑈 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑚 es ortogonal, V∈ ℝ𝑛𝑥𝑛 es ortogonal y Σ ∈
ℝ𝑚𝑥𝑛 es tal que Σ𝑖𝑖 = 𝜎𝑖 , real y no negativo (son los valores
singulares de 𝐴) y Σ𝑖𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗

𝑨 𝑼 𝜮 𝐕𝐓

Introducción



Dada la matriz 𝐴 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛 la matriz 𝐴𝑇𝐴 es simétrica porque
𝐴𝑇𝐴 𝑇 = 𝐴𝑇 𝐴𝑇 𝑇 = 𝐴𝑇𝐴

Y semidefinida positiva ya que:

∀𝑋 ∈ ℝ𝑛: 𝑋𝑇 𝐴𝑇𝐴 𝑋 = 𝐴𝑋 𝑇𝐴𝑋 = 𝐴𝑋 2 ≥ 0ℝ

en el caso de que las columnas de A sean linealmente independientes se 

tiene que 𝑋𝑇 𝐴𝑇𝐴 𝑋 = 0ℝ ⟺ 𝐴𝑋 2=0ℝ ⟺ 𝐴𝑋 = 0ℝ𝑚 ⟺
𝑋 = 0ℝ𝑛 ⟺ 𝐴𝑇𝐴 es definida positiva

Proposición

Observación: 



Definición

Si 𝐴 es una matriz de 𝑚𝑥𝑛 los valores singulares de 𝐴 son las 
raíces cuadradas de los autovalores de 𝐴𝑇𝐴. 
Si 𝜆1, 𝜆2, …, 𝜆𝑛, son los autovalores de 𝐴𝑇𝐴 ordenados en forma 
decreciente 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ …≥ 𝜆𝑛 ≥ 0 entonces 

𝜎𝑖 = 𝜆𝑖 es el i-ésimo valor singular de 𝐴.

Es decir : 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ …≥ 𝜎𝑛 ≥ 0

Teorema

Sea 𝐴 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛 y 𝜆1, 𝜆2, …, 𝜆𝑛, los autovalores de 𝐴𝑇𝐴
que suponemos 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ …≥ 𝜆𝑟 > 𝜆𝑟+1 = ⋯ = 𝜆𝑛 = 0. Como 𝐴𝑇𝐴
es simétrica se puede diagonalizar ortogonalmente, es decir existe una 
base ortonormal de   ℝ𝑛 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 tal que 𝐴𝑇𝐴 𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖 entonces: 



(1) 𝐴𝑣1, 𝐴𝑣2, … , 𝐴𝑣𝑛 es un conjunto ortogonal y 𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 ∀𝑖 =

1,2, . . , 𝑛

Lo probamos: 

< 𝐴𝑣𝑖 , 𝐴𝑣𝑗 > = (𝐴𝑣𝑗)
𝑇𝐴𝑣𝑖 = 𝑣𝑗

𝑇 𝐴𝑇𝐴 𝑣𝑖 = 𝑣𝑗
𝑇𝜆𝑖𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑗

𝑇𝑣𝑖

Si 𝑖 ≠ 𝑗 < 𝐴𝑣𝑖 , 𝐴𝑣𝑗 >= 0 entonces 𝐴𝑣𝑖 ⊥ 𝐴𝑣𝑗

Si 𝑖 = 𝑗 < 𝐴𝑣𝑖 , 𝐴𝑣𝑖 >= 𝜆𝑖𝑣𝑖
𝑇𝑣𝑖 = 𝜆𝑖entonces 𝐴𝑣𝑖

2 = 𝜆𝑖 de donde 

𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 ∀𝑖 = 1,2, . . , 𝑛

(2) 
𝐴𝑣1

𝜎1
,
𝐴𝑣2

𝜎2
, … ,

𝐴𝑣𝑟

𝜎𝑟
es una base ortonormal del espacio 𝐶𝑜𝑙(𝐴)

Por la propiedad (1) 𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 y hay 𝑟 valores singulares no nulos
𝐴𝑣𝑖 ≠ 0ℝ𝑚 ⟺ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, luego 𝐴𝑣1, 𝐴𝑣2, … , 𝐴𝑣𝑟 es linealmente 
independiente y están en el espacio 𝐶𝑜𝑙(𝐴). Luego ∀𝑦 ∈ 𝐶𝑜𝑙 𝐴 :
𝑦 = 𝐴𝑢 con 𝑢 ∈ ℝ𝑛, y 𝑢 se puede expresar como combinación lineal de 



los vectores de la base: 𝑢 =  𝑖=1
𝑛 𝛼𝑖𝑣𝑖 ,

y como a partir de 𝑟 + 1 los A𝑣𝑖 = 0ℝ𝑚 se tiene que
𝑦 = 𝐴𝑢 =  𝑖=1

𝑟 𝛼𝑖 𝐴𝑣𝑖 entonces 𝑦 ∈ 𝑔𝑒𝑛 𝐴𝑣1, 𝐴𝑣2, … , 𝐴𝑣𝑟 lo que 
demuestra que 𝐴𝑣1, 𝐴𝑣2, … , 𝐴𝑣𝑟 es una base ortogonal del espacio 

𝐶𝑜𝑙(𝐴) de aquí el 𝑟𝑔 𝐴 = dim 𝐶𝑜𝑙 𝐴 = 𝑟

Además como  𝐴𝑣𝑖 = 𝜎𝑖 el conjunto 
𝐴𝑣1

𝜎1
,
𝐴𝑣2

𝜎2
, … ,

𝐴𝑣𝑟

𝜎𝑟
resulta una BON 

del espacio 𝐶𝑜𝑙(𝐴)

3) 𝑣𝑟+1, 𝑣𝑟+2, … , 𝑣𝑛 es una bon del espacio 𝑁𝑢𝑙 𝐴

por hipótesis el conjunto es ortonormal y 𝑟𝑔 𝐴 + dim 𝑁𝑢𝑙 𝐴 = 𝑛

Entonces dim 𝑁𝑢𝑙 𝐴 = 𝑛 − 𝑟 y como 𝐴𝑣𝑖 = 0, ∀𝑖 ≥ 𝑟 + 1

los 𝑣𝑖 con 𝑖 ≥ 𝑟 + 1 pertenecen al espacio 𝑁𝑢𝑙 𝐴 .



Descomposición en valores singulares

La matriz 𝐴 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛 se puede factorizar 𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝑇 en donde  𝑈 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑚

y V∈ ℝ𝑛𝑥𝑛 son  ortogonales y  Σ ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛 con

Σ =
Σ𝑟 0𝑟𝑥(𝑛−𝑟)

0(𝑚−𝑟)𝑥𝑟 0 𝑚−𝑟 𝑥(𝑛−𝑟)
y Σ𝑟 =

𝜎1 0 … 0
0 𝜎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜎𝑟

siendo

𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟

Para hallar la matriz ortogonal V hallamos una base ortonormal 
𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 de ℝ𝑛 tal que 𝐴𝑇𝐴 𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖

𝑉 = 𝑣1 𝑣2 … 𝑣𝑛



Para hallar la matriz ortogonal 𝑈 usamos el resultado demostrado en el teorema, 

ítem (2) 𝑢𝑖 =
𝐴𝑣𝑖

𝜎𝑖
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 y en el caso que 𝑟 < 𝑚 se completa a una base 

ortonormal de ℝ𝑚 se tiene entonces 𝑈 = 𝑢1 𝑢2 … 𝑢𝑚

Demostrar que 𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝑇 como 𝑉𝑇 = 𝑉−1 equivale a demostrar 𝐴𝑉 = 𝑈Σ

Se tiene que 𝐴𝑣𝑖 = 𝜎𝑖𝑢𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 y 𝐴𝑣𝑖 = 0ℝ𝑚, ∀𝑖 ≥ 𝑟 + 1

A𝑉 = 𝐴𝑣1 𝐴𝑣2 … 𝐴𝑣𝑛 = 𝐴𝑣1 𝐴𝑣2 … 𝐴𝑣𝑟 0…0 =

𝜎1𝑢1 𝜎𝑢2 … 𝜎𝑟𝑢𝑟 0…0 = 𝑢1 𝑢2 … 𝑢𝑚

𝜎1 0 … 0 0 … 0
0 𝜎2 … 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ … ⋮
0 0 … 𝜎𝑟 0 … 0
0 0 … 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 0 0 … 0

=

𝑈Σ



Σ =
Σ𝑟 0𝑟𝑥(𝑛−𝑟)

0(𝑚−𝑟)𝑥𝑟 0 𝑚−𝑟 𝑥(𝑛−𝑟)
y Σ𝑟 =

𝜎1 0 … 0
0 𝜎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜎𝑟

siendo

𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟

Ejemplo 1: Hallar una DVS de la matriz 𝐴 ∈ ℝ3𝑥2: 𝐴 =
7 1
0 0
5 5

𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝑇 en donde  𝑈 ∈ ℝ3𝑥3 es ortogonal, V∈ ℝ2𝑥2 es ortogonal y Σ ∈ ℝ3𝑥2

Calculamos los autovalores de 𝐴𝑇𝐴 =
74 32
32 26

y los ordenamos de mayor a 

menor: 𝜆1 = 90, 𝜆2 = 10, los valores singulares son 𝜎1 = 90 = 3 10,

𝜎2 = 10



Calculamos los autovectores asociados a 𝜆1 = 90, 𝜆2 = 10 y formamos una 
base ortonormal de ℝ2, 𝑆𝜆1

𝐴𝑇𝐴 = 𝑔𝑒𝑛 2 1 𝑇 𝑆𝜆2
𝐴𝑇𝐴 = 𝑔𝑒𝑛 −1 2 𝑇

𝐵 = 𝑣1 =
2

5

1

5

𝑇
, 𝑣2 = −

1

5

2

5

𝑇
los vectores 𝑣1 y  𝑣2 formarán las 

columnas de la matriz 𝑉 =

2

5
−

1

5
1

5

2

5

Ahora calculamos las columnas de la matriz 𝑈:

𝑢1 =
𝐴𝑣1

𝜎1
=

7 1
0 0
5 5

2

5
1

5

3 10
=

1

2

0
1

2

𝑢2 =
𝐴𝑣2

𝜎2
=

7 1
0 0
5 5

−
1

5
2

5

10
=

−
1

2

0
1

2

𝑢3 se obtiene completando a una base ortonormal de ℝ3: 𝑢3 =
0
1
0



Luego una  DVS de la matriz A es: 𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝑇

𝐴 =

1

2
−

1

2
0

0 0 1
1

2

1

2
0

3 10 0

0 10
0 0

2

5

1

5

−
1

5

2

5

Ejemplo 2: Hallar una DVS de la matriz C ∈ ℝ2𝑥2: 𝐶 =
1 2
1 2

C= 𝑈Σ𝑉𝑇 en donde  𝑈 ∈ ℝ2𝑥2 es ortogonal, V∈ ℝ2𝑥2 es ortogonal y Σ ∈
ℝ2𝑥2

Calculamos los autovalores de 𝐶𝑇𝐶 =
2 4
4 8

y los ordenamos de 

mayor a menor: 𝜆1 = 10, 𝜆2 = 0, los valores singulares son 

𝜎1 = 10, 𝜎2 = 0



Calculamos los autovectores asociados a 𝜆1 = 10, 𝜆2 = 0 y formamos una base 
ortonormal de ℝ2, 𝑆𝜆1

𝐶𝑇𝐶 = 𝑔𝑒𝑛 1 2 𝑇 𝑆𝜆2
𝐶𝑇𝐶 = 𝑔𝑒𝑛 −2 1 𝑇

𝐵 = 𝑣1 =
1

5

2

5

𝑇
, 𝑣2 = −

2

5

1

5

𝑇
los vectores 𝑣1 y  𝑣2 formarán las 

columnas de la matriz 𝑉 =

1

5
−

2

5
2

5

1

5

Ahora calculamos las columnas de la matriz 𝑈:

𝑢1 =
𝐶𝑣1

𝜎1
=

1 2
1 2

1

5
2

5

10
=

1

2
1

2

, 𝑢2 se obtiene completando a una base 

ortonormal de ℝ2: 𝑢2=

1

2
−1

2



Luego una  DVS de la matriz C es: 𝐶 = 𝑈Σ𝑉𝑇

C=

1

2

1

2
1

2
−

1

2

10 0
0 0

1

5

2

5

−
2

5

1

5

Descomposición en valores singulares reducida

Sea 𝐴 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛 una DVS de 𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝑇 en donde  𝑈 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑚 y V∈ ℝ𝑛𝑥𝑛 son  
ortogonales y  Σ ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛 con 𝑉 = 𝑣1 𝑣2 … 𝑣𝑛 y 𝑈 = 𝑢1 𝑢2 … 𝑢𝑚

Si rg(A)=r definimos las matrices V = 𝑉𝑟 𝑉𝑛−𝑟 y U = 𝑈𝑟 𝑈𝑚−𝑟 . Luego:

A = 𝑈𝑟 𝑈𝑚−𝑟

Σ𝑟 0𝑟𝑥(𝑛−𝑟)

0(𝑚−𝑟)𝑥𝑟 0 𝑚−𝑟 𝑥(𝑛−𝑟)

𝑉𝑟
𝑇

𝑉𝑛−𝑟
𝑇 = 𝑈𝑟Σ𝑟𝑉𝑟

𝑇, observar que 𝐷 es 

regular porque contiene los valores singulares mayores que cero.



Para el ejemplo 1

𝐴 =

1

2
−

1

2
0

0 0 1
1

2

1

2
0

3 10 0

0 10
0 0

2

5

1

5

−
1

5

2

5

DVS

𝐴 =

1

2
−

1

2

0 0
1

2

1

2

3 10 0

0 10

2

5

1

5

−
1

5

2

5

DVS reducida

Observaciones
teniendo en cuenta las definiciones de las matrices 

V = 𝑉𝑟 𝑉𝑛−𝑟 y U = 𝑈𝑟 𝑈𝑚−𝑟 se tienen los siguientes resultados:

1) 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟 es una base ortonormal para 𝑪𝒐𝒍 𝑨

2) 𝑢𝑟+1, 𝑢𝑟+2, … , 𝑢𝑚 es una base ortonormal para Nul 𝑨𝑻

3) 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑟 es una base ortonormal para Fil 𝑨
4) 𝑣𝑟+1, 𝑣𝑟+2, … , 𝑛 es una base ortonormal para Nul 𝑨



Para el ejemplo 2

𝐶 =

1

2

1

2
1

2
−

1

2

10 0
0 0

1

5

2

5

−
2

5

1

5

DVS

𝐶 =

1

2
1

2

10
1

5

2

5
DVS reducida

Definición
Sea 𝐴 = 𝑈𝑟Σ𝑟𝑉𝑟

𝑇 una DVS reducida de 𝐴. La matriz 𝐴+ = 𝑉𝑟Σ𝑟
−1𝑈𝑟

𝑇

es la matriz pseudoinversa de Moore-Penrose de A.

Teorema
Sea A ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛 y sea 𝐴+la matriz pseudoinversa de Moore-Penrose de A 
entonces ∀𝑏 ∈ ℝ𝑚:  𝑥 = 𝐴+b  es la única solución por cuadrados mínimos 
de longitud mínima de la ecuación 𝐴𝑥 = 𝑏 y pertenece al espacio 𝐹𝑖𝑙(𝐴)



Sea 𝐴 =
1 2
1 2

hallar la solución por cuadrados mínimos de norma mínima 

del sistema 𝐴𝑥 =
1
0

Una DVS reducida de la matriz 𝐴 es 𝐴 =

1

2
1

2

10
1

5

2

5
, calculamos la 

pseudoinversa 𝐴+ = 𝑉𝑟Σ𝑟
−1𝑈𝑟

𝑇=

1

5
2

5

1

10

1

2

1

2
= 

1

10

1

10
1

5

1

5

Y la solución por cuadrados mínimos de norma mínima es:  𝑥 = 𝐴+b 

 𝑥 =

1

10

1

10
1

5

1

5

1
0

= 

1

10
1

5

∈ 𝐹𝑖𝑙(𝐴)

Aplicaciones de la DVS

1. Solución de norma mínima por cuadrados mínimos



2. Normas matriciales









3. La forma de producto externo de la DVS





4. Descomposición polar




